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[’ordre dans R

(6 exercices résolus)

Exercice 1 :
soit » un entier naturel non nul, comparer a et » dans les cas suivants

) a=t = 5o 2
n n+l1
2) a= n _n+l
n+l1 n+2
3) a=—2— ; b=n+l
) vn+1

Exercice 2 :
Soient a et b deux réels strictement positifs.

1)
b
1

3) En déduire que (a +b)[l+zj >4
a

1) Montrer que §+222
a

2) Développer (a +b)(l 4
a

Exercice 3 :
Soient a et b deux réels tels que a=1 et b =1.

Montrer que ~a—1+b—1<+/ab

Exercice 4 :
Soient x et y deux réels positifs tels que x +y =1

1) Montrer que xy si

2) En déduire que pour tout nON : (1 +Ln)(1 +LJ > (1 +2" )2
x y
Exercice 5 :
x et y deux réels tels que : 0<x <y
1) Montrer que x’><xy <y’

2) Montrer que si xy =15 alors x <+/15<y

.
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3) Montrer que & <15 < 3963115

Exercice 6 :
Soient x et y deux réelstels que: 1<x <2 et %s y sg

[\

Onpose E=x’>—-y*+x+y
1) Donner un encadrement de E
2) Vérifier que : E =(x +y)(x —y +1) et en déduire un encadrement de E .
29

3) En déduire que : %< E < oy
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Corrigé de I’exercice 1

Soit n ON"

1)

2)

3)

1Y)

a—b=l— 2 :n+1—2n: 1-n
n n+l n(n+l) n(n+1)

Ona nON“donc n>0 et n=>1
Donc n(n+1)>0 et 1-n<0
Donc l_—nso

n(n+1)
Donc a-b <0
Et par suite a<b

n _n+1_n(n+2)—(n+1)2_n2+2n—n2—2n—1_ -1

T @) @2 (e)(aed)

On a nON" donc n >0

Donc (n+1)(n+2)>0
-1

———<0

(nr1)(n+2)

Donc a-b <0

Et par suite a<b

Donc

n n—-n-1 -1
a-b= -Jn+1= =
Vn+1 x/n+1 x/n+1
Ona+vn+1>0
-1
Donc <0
\n+1

Corrigé de I’exercice 2

Soient a et b deux réels strictement positifs
(a bj _a’+b*-2ab
R N P —
b a ab
(a=b)
ab
Ona (a-b) 20 et ab >0
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2
Donc (a _b) >0
ab

Donc (Z bj 220

a

Et pare suite %+é >2 pour tous a et b deux réels strictement positifs.
a

2) (a+b)(l+blj—l+z +2 +1——+b +2

a a b a

3) Soient a et b deux réels strictement positifs

I
\Y
[\

D’apres le résultat de la question 1) ,on a : §+

Donc 4+2 4224
a

Et par suite (a+b )(l +blj >4 pour tous a et b deux réels strictement positifs.
a

Corrigé de I’exercice 3

Soient a et b deux réels tels que a=1 et b 21.
(\/aT1+x/b_—l)2—(\/E)2 =a—1+2m+ —ab
=a-ab+b - 1+2\/m 1

—al b +2W

=—(a—1)(b—1) 2 fla=1)(e-1) -1

=—[(a-1)(p -1)-2la-1){6 -1) +1]

[
Puisque —[ (a—1)(b—1)—1}250 alors («/Eh/b_—l)z—(\/%)zso
Donc (x/EM/IE)ZS(\/a?)Z

Et par suite va—1++b-1<+ab pour tous a et b deux réels strictement positifs.

(Rq: Na-1+Jb-120 et vJab 20)
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Corrigé de I’exercice 4

1) Soient x et y deux réels positifs tels que x +y =1
2
Ona OS(\/;—\/;)
Donc 0<x +y —2y/xy

Donc 2\xy <x +y
Et puisque x +y =1 alors 2/xy <1

Donc 4xy <1
1
D’ou xy <—
Y=y
2) Soit nON :
Ona: (HL’JKHL’JZH 1n +Ln+ 1 . —1+% +yn 1 :
X y X y (Xy) (xy) (xy)

v' D’apreés le résultat de la question 1) on a : xy si donc

v" On sait que (\/F—Jy—")zzo donc x"+y"=22/(xy)"
Donc xnﬂ;n > 2

()"

Et en utilisant (0J : Il est clair que :

>2x2"

2
Ve )

D’ou xTty” >2x2"| (LD

()"

v’ D’aprés (Qet (LD : 1+xn+);n _— —21+2x2" +2%
()" ()

D’ol (1+%)(1+%}2(1+2’*)2 pour tout n 0N .
x y

— > 22n
(xy)
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Corrigé de I’exercice 5

1) Soient x et y deux réelstelsque: 0<x <y
Onax<yetx>0

donc x xx <x xy

donc |x* <xy

etonax <y ety>0

donc x xy <y xy

donc Xy <y2

et par suite ||x* <xy <y~

2) Supposons que xy =15
D’aprés le résultat de la question 1) ,ona x’><xy <y’
Donc x*<15<y?
Donc x? <15 <[y
Donc |x|<x/E<|y|
Et puisque x >0 et y >0 alors x <~/15<y

3) Posons «x _231 et y _3615
241 931
OnaO<x <y etxy =&X@=15
241 931

3615

Donc D’apres le résultat de la question 2), on a : % <J15< TR

Corrigé de I’exercice 6

IN
)
]
—

Soient x et y deux réels tels que: 1<x

1) Onal<sx<2
donc

EtonaLSysE
2 2
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donc 1< yzsg
4 4
donc _—gs—yzs_—l
4 4
donc 1—2+1+1s)c2—y2+x+ys4—l+2+E
4 2 4 2
d’ou lSEsﬁ
4 4
2)

v (x+y)(x—y+]):x2—xy+x+xy—y2+y:x2—y2+x+y:E

v Onal<sx <2 et%SyS%

Donc gSx+ysZ et le—y+1S§
2 2 2 2
Donc gS(x+y)(x—y+l)sE
4 4
Et par suite Scpe®
4 4
3) Ona:
d’apres le résultat de la question 1) : EDB%} et d’apres le résultat de la question
2) :ED{E,E}
47 4
donc EDF,g}ﬂF,E}
474 |4 4
d’ou EDFQ]
4 4

DD<K



